Algoritmo de Strassen

Disefno y analisis de algoritmos




Funcionamiento

Funciona para matrices
de nxn con n=2"k.

En caso de que se
quiera multiplicar una
matriz de diferente
tamano se rellenan las
filas y/o columnas con
ceros para llegar a una
de nxn y n=2"k.

NnXxn

1 1x1
1 2 2x2
2 4 4x4
3 8 8x8
4 16 16x16
3} 32 32x32
6 64 64x64
7 128 128x128
8 256 256x256
9 512 512x512
10 1024 1024x1024
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Funcionamiento

Suponiendo que tenemos dos matrices Ay B de nxn
con n=2, entonces una forma de obtener la matriz C

resultado de la multiplicacion de Ay B es:

Eall
ay

m1 = (a11+a22)(b11+b22)
m2 = (a21+a22)b11
m3 = a11(b12-b22)
m4 = a22(b21-b11)
m5 = (a11+a12)b22
m6 = (a21-a11)(b11+b12)
m7 = (a12-a22)(b11+b22)

Exab“ bnE:HCu Cu%
b, by, Cy1 Cxp

C:Em1+m4_m5+m7 ms; t my E

m,+ m, m ot my, - m,t mg

Este método hace solo
/7 multiplicaciones y 18 sumas
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Funcionamiento

Ahora suponiendo dos matrices A y B de nxn con
n=4

Hall dp a3 dy H an b, b; b, H HCH Cp Ci3 Cu H
0a, Gy  ay  dy DxDbzl byy by byl €y €y €y Cyll
Da31 dy dyz Ay a Db by, by by 0 D €3 G353 C33 a
ﬁam Ay dg ﬁ ﬁ by by by ﬁ ﬁcm Cip Cg3 Cyy ﬁ

Entonces una forma de obtener la matriz C resultado
de la multiplicacion de Ay B es:

(o, ey | By B (B B |8 BeY [Cn O [Ca Gu)
All Al12 Bil1

B21 Cl11 Cc21
an”n“nauxbzlbnbnbx €n Cxn |Cx Oy
By Gyy | Byy Gy | |8y by €y €y
A21 AD22 B21 BQZb C21 22
\Zn D | Ay By \By by By By ) \Cy Cp Cy Cyy
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Funcionamiento

Dividir cada una de las matrices en 4
submatrices, y resolver por el método de

Strassen el problema.

l—‘l l—‘l
P b

e
saflias

=1

=1

|

|

Cada submatriz
es de n/2 X n/2
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Funcionamiento

M1 = (A11+A22)(B11+B22)
M2 = (A21+A22)B11 [ 0 b, b b.. b,
3 - A11(B12.822) M, = DEG“ a”% Ea” o EDXD% i 1ZH+H uo Eu
M4 = A22(B21-B11) 42 Ay Ay Ay [0 Dbzl b, by by, i
M5 = (A11+A12)B22 M- %a“ ta, apt aME Ebn t by, bt b34%

_ ) = X
wilreen | o L

C,=M+M,-M + M, C,=M,+ M,

C21:M2+M4

sz M1+M3_M2+M6
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Ventajas del algoritmo

La solucidon tradicional en matrices 2x2,
requiere de 8 multiplicaciones y 4 sumas...

La solucion de Strassen requiere de 7
multiplicaciones y 18 sumas/restas...

Aparentemente, no es significativo el
beneficio, pero ahorrar una multiplicacion de
matrices en el algoritmo de Strassen, a costa
de mas sumas o restas de matrices, tiene
repercusiones significativas...
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Costo del algoritmo

Sea T(n) el numero total de operaciones

(sumas, restas, multiplicaciones) que

necesita el algoritmo para multiplicar dos
matrices A y B de tamano nxn.

Tenemos que:

TR
N~ =

———————————————————————————————————————————————————————————————————————————

7 multiplicaciones por cada 18 sumas por cada submatriz
| submatriz de 2x2 con T(2) | T

+18=25 /
*25+18%4

4x4
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Costo del algoritmo

Desarrollando:

):1 --------------------------------
T(2)=7+18=25 /
T(4)=7*25+18"43247
T(8)=7*247+18*16=2017
T(16)=7*2017+18*64=15271

T(N)=7"T(n/2)+18*(n/2)"2

Tenemos que para calcular T(n)

se necesita recursividad. Sabemos
que n=2"k por lo que para
T(n)=T(2"k) se necesita
T(2Mk-1))=T(2MKk)/2)=T(n/2)

Para las sumas tenemos 18*X, X se
Obtiene asi:

T(2)=...+18*410
T(4)=...+18*4M
T(8)=...+18*4"2
T(n)=...+18*4N(k-1)

X=4Mk-1)=(22)Nk-1)=27(2*k-2)=
(27K)*(27K)/2A2=(n*n)(2A2)=(n/2)"2



Costo del algoritmo

Para conocer que si el algoritmo de Strassen es menos costoso que el
Algoritmo clasico, se obtuvo T(n) de este ultimo:

T(n)=8T(n/2)+4*(n/2)"2

En el siguiente grafico se pueden ver las comparaciones.

Costo T(n) de algoritmos de multiplicacion de matrices
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Costo del algoritmo

Tabla de resultados:

T(n) T(n) Mejor
Strassen's Clasico algoritmo

0 1 1x1 1 1 Igual
1 2 2x2 25 12 Clasico
2 4 4x4 247 216 Clasico
3 8 8x8 2017 2040 Strassen
4 16 16x16 15271 16392 Strassen
5| 32 32x32 111505 123192 Strassen
6 | 64 64x64 798967 896136 Strassen
7 | 128 | 128x128 5666497 6408120 Strassen
8 | 256 | 256x256 39960391 45397512 Strassen
9 [ 512 | 512x512 280902385 319945272 Strassen
10 | 1024 | 1024x1024 | 1971035287 2248267656 Strassen




Aplicacion del Teorema Maestro

Calcular C, a partir de P1, . . ., P7, en (n2) operaciones.

Sea

Al1=aB1=g-hP1=ag-ah T(n/2) + ©(n2)
A2=a+bB2=hP2=ah+bh T(n/2) + ©(n2)
A3=c+dB3=eP3=ce+de T(n/2) + ©(n2)
A4d=dB4=f-eP4=df -de T(n/2) + ©(n2)

AS=a+dB5=e+hP5=ae+ah+de+dh T(n/2)+ ©(n2)
A6 =b-dB6=f+hP6=>bf+bh-df-dh T(n/2) + ©(n2)
A7=a-cB7=e+gP7=ae+ag-ce-cg T(n/2) + ©(n2)

7T(n/2) + ©(n2)



Aplicacion del Teorema Maestro

T(n) =7T(n/2) + ©(n"2)

a=7; b=2; f(n)= ©(n"*2) y nlg.b
Sustituyendo: nlg27

Por lo tanto f(n) < nlgz7

Por lo que: f(n) = O(n*2.80)



Aplicacion del Teorema Maestro

Observaciones:

* Este algoritmo en la practica solo es util si las matrices son
grandes y densas.

* Usando técnicas mas avanzadas se han encontrado mejores
algoritmos. De hecho hay uno de orden © (n*2.376).

* EI algoritmo de Strassen ha tenido una repercusion
fundamentalmente tedrica, ya que es un algoritmo dificil de
implementar.

* Es menos estable que el algoritmo clasico, ya que para errores
similares en los datos produce mayores errores en el resultado.
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